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El trabajo de las fuerzas eléctricas.

La circulación del campo eléctrico.

El teorema de Stokes.

(1.6 a 1.9 del apunte)



Una persona sostiene una carga de prueba inmersa en un campo eléctrico. 
La persona hace fuerza para mantener quieta a la carga.

Ahora la persona mueve a la carga de prueba a lo largo de 
la curva azul. Lo hace muy lentamente, con velocidad casi 
nula.

Trabajando en electrostática… ¿que quiere decir?
que se cumple la Ley de Coulomb.

Interacciones eléctricas en el vacío  y cargas no aceleradas. 

𝑭𝒆𝒍é𝒄𝒕𝒓𝒊𝒄𝒂 + 𝑭𝒎𝒂𝒏𝒐 ≈ 𝟎

La carga se desplaza en forma cuasiestacionaria… 
pasando por sucesivos estados de equilibrio

Fuerza total sobre la carga debe ser cero

𝑬

q

𝑭𝒆𝒍𝒆𝒄

𝑭𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂

PARTIDA

LLEGADADA



Ԧ𝐹𝑒𝑙é𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 + Ԧ𝐹𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 = 𝑞0𝐸 + Ԧ𝐹𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 ≈ 0
Ԧ𝐹𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎≈ −𝑞0𝐸

Ignorando la fuerza de gravedad, en este desplazamiento de 
cuasi equilibrio, sobre la carga de prueba actúa:

a)la fuerza eléctrica 
y

b) La fuerza mecánica ejercida por la mano de la persona.

𝑬

q

𝑭𝒆𝒍𝒆𝒄

𝑭𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂

PARTIDA

LLEGADADA



¿Cuánto trabajo hace la fuerza externa para mover a q0 a lo largo de la curva C azul?

𝑾𝑭𝒖𝒆𝒓𝒛𝒂 𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇 = −න

𝒊

𝒇

𝑭𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒐𝒔𝒕𝒂𝒕𝒊𝒄𝒂 . 𝒅Ԧ𝒍 = −𝑾𝑭𝒖𝒆𝒓𝒛𝒂 𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒐𝒔𝒕á𝒕𝒊𝒄𝒂𝒊→𝒇

𝑾𝑭𝒖𝒆𝒓𝒛𝒂 𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇 = න

𝒊

𝒇

𝑭𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂. 𝒅Ԧ𝒍 = −න

𝒊

𝒇

𝒒𝟎𝑬 . 𝒅Ԧ𝒍

Ԧ𝐫𝐢

𝐪𝟎

𝑬

Ԧ𝐅𝐞𝐥𝐞𝐜𝐭 = 𝐪𝟎𝐄

Ԧ𝐅𝐞𝐱𝐭𝐞𝐫𝐧𝐚 = − Ԧ𝐅𝐞𝐥𝐞𝐜𝐭 = −𝐪𝟎𝐄

𝑾𝑭𝒖𝒆𝒓𝒛𝒂 𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒐𝒔𝒕á𝒕𝒊𝒄𝒂𝒊→𝒇 = 𝒊׬
𝒇
𝑭𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒐𝒔𝒕𝒂𝒕𝒊𝒄𝒂 . 𝒅Ԧ𝒍 𝒊׬ =

𝒇
𝒒𝟎𝑬 .𝒅Ԧ𝒍



𝑊 Ԧ𝑟𝑓, Ԧ𝑟𝑖
= − න

Ԧ𝑟𝑖

Ԧ𝑟𝑓

𝑞0
𝑄

4𝜋𝜀0

𝑑𝑟

𝑟2
=
𝑞0𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓
−
1

𝑟𝑖

Ԧ𝐅=𝐪𝐄 𝑑𝑙 = 𝑑𝑟 Ƹ𝑟

Aunque la distancia disminuye NO ponemos un 

signo menos delante de dr; los límites de la 

integral se encargan de poner el sentido correcto 

del vector desplazamiento.

El trabajo mecánico ( el de la mano) es 

positivo Está bien porque nos cuesta 

acercarnos a Q. 

Ԧ𝐅𝒆𝒙𝒕

− න

Ԧ𝑟𝑖

Ԧ𝑟𝑓

𝑞0
𝑄

4𝜋𝜀0

Ƹ𝑟

𝑟2
⋅ Ƹ𝑟𝑑𝑟 =

𝑟𝑓 < 𝑟𝑖 →
1

𝑟𝑓
−
1

𝑟𝑖
> 𝑜

𝑊 Ԧ𝑟𝑓, Ԧ𝑟𝑖
= − න

Ԧ𝑟𝑖

Ԧ𝑟𝑓

𝑞0𝐸 ⋅ 𝑑Ԧ𝑙 =

𝑾𝑭𝒖𝒆𝒓𝒛𝒂 𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇 = න

𝒊

𝒇

𝑭𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂. 𝒅Ԧ𝒍 = −න

𝒊

𝒇

𝒒𝟎𝑬 . 𝒅Ԧ𝒍



Conclusión: El trabajo realizado es el mismo que antes

𝐝Ԧ𝒍

𝑬

El trabajo en la primera parte es nulo 
porque las líneas de campo son 
ortogonales al vector tangente.

𝑊 Ԧ𝑟𝑓, Ԧ𝑟𝑖
= − න

Ԧ𝑟𝑖

Ԧ𝑟𝑓

𝑞0𝐸 ⋅ 𝑑Ԧ𝑙 = − න
Ԧ𝑟𝑖

𝑎

𝑞0𝐸 ⋅ 𝑑Ԧ𝑙 − න
𝑎

Ԧ𝑟𝑓

𝑞0𝐸 ⋅ 𝑑 Ԧ𝑙

= 0

𝑊𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑟𝑓,𝑟𝑖
=

𝑞0𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓
−
1

𝑟𝑖

= −𝑞0 𝑎׬
Ԧ𝑟𝑓 𝑄

4𝜋𝜀0

Ƹ𝑟

𝑟2
⋅ 𝑑𝑟 Ƹ𝑟 = −𝑞0

𝑄

4𝜋𝜀0
𝑎׬
Ԧ𝑟𝑓 1

𝑟2
⋅ 𝑑𝑟

Segundo ejemplo: Un camino más complicado, formado por: un arco de circunferencia y luego 
una radial, 

Tercer ejemplo:  camino cerrado. Teorema de Stokes.

ර
𝐶

Ԧ𝐹. 𝑑Ԧ𝑙 = ඵ
𝑆

𝑟𝑜𝑡 Ԧ𝐹 . 𝑑 Ԧ𝑠 =

La normal  de S (regla de la mano 
derecha)a definido por el sentido de 
circulación de C 

C =curva cerrada

S= superficie encerrada  por CS

ො𝑛

−ඵ
𝑆

𝑞0 𝑟𝑜𝑡(𝐸). 𝑑 Ԧ𝑠 = − 𝑞0 ඵ
𝑆

𝑟𝑜𝑡 𝐸 . 𝑑 Ԧ𝑠

¿?

=−𝑞0
𝑄

4𝜋𝜀0
−

1

𝑟

𝑟𝑓
𝑎



Aplicamos el teorema de Stokes al campo eléctrico generado por una carga puntual. Dada la forma 
funcional nos conviene usar un sistema esférico.

rot 𝐸 =
1

𝑟 sin 𝜑

𝜕

𝜕𝜑
sin 𝜑 𝐸𝜃 −

𝜕𝐸𝜑

𝜕𝜃
Ƹ𝑟 +

1

𝑟

1

sin 𝜑

𝜕𝐸𝑟

𝜕𝜃
−

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝐸𝜃 ො𝜑 +

+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝑟𝐸𝜑 −

𝜕𝐸𝑟

𝜕𝜑
መ𝜃 = 0; 𝑟 ≠ 0

𝐸 Ԧ𝑟 =
𝑄

4𝜋𝜀0

Ƹ𝑟

𝑟2

𝐸𝑟 =
1

4𝜋𝜀0

𝑄

𝑟2

𝐸𝜃 = 0

𝐸𝜑 = 0

rot 𝑬 = 𝟎

El trabajo hecho por las fuerzas eléctricas en cualquier camino cerrado es nulo 

ර
𝐂

𝑭𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒊𝒄𝒂. 𝐝Ԧ𝒍 = 𝟎

ර
𝐂

𝑭𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂. 𝐝Ԧ𝒍 = − ර
𝐂

𝑭𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒊𝒄𝒂. 𝐝Ԧ𝒍 = − 𝒒𝟎 ඵ
𝑺

𝒓𝒐𝒕 𝑬 . 𝒅𝒔

= 𝟎



Las fuerzas eléctrostáticas son conservativas

¡Bravo! Podemos hacer trabajo contra fuerzas eléctricas y el trabajo queda guardado 
(como al levantar una piedra o al deformar un resorte).

ර
𝐂

𝑭𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒊𝒄𝒂. 𝐝Ԧ𝒍 = 𝟎

𝑊𝑓 𝑒𝑙𝑒𝑐𝑖→𝑓 = −(𝑈𝑓 − 𝑈𝑓) = −Δ𝑈𝐸

𝑾 𝒇𝒆𝒍𝒆𝒄𝒊→𝒇 = −
𝒒𝟎𝑸

𝟒𝝅𝜺𝟎

𝟏

𝒓𝒇
−
𝟏

𝒓𝒊
= −∆𝑼𝑬

1. U es siempre definida respecto de un punto donde U=0 arbitrario

3. U es una propiedad compartida entre las 2 cargas  - consecuencia de 
la interacción entre ellas.

2. ¡U!

𝑈 = 𝑁 𝑚 = 𝑗𝑜𝑢𝑙𝑒 = 𝐽



es el cambio de una función 
potencial V asociada al campo 
electrostático.

∆𝑈

𝑞𝑜
= −

𝑊𝑖→𝑓

𝑞𝑜
= 𝑖׬−

𝑓
𝐸 . 𝑑Ԧ𝑙 =

La integral no depende del camino 
porque el campo electrostático es 

irrotacional

Variación de Energía  
electrostática por unidad 
de carga

Al mover una carga de 1 C (desde un punto de partida a uno de llegada ) realizamos un trabajo 
de 1 J ,  decimos que la diferencia de potencial entre esos puntos es de un Voltio ( 1 V )

La reacción química de una pila AA transporta cargas entre un borne y otro. El trabajo por 
unidad de carga transportada es de 1.5 V.

𝑉 =
𝐽

𝐶
𝐕 𝐟 − 𝐕(𝐢)

Diferencia de potencial 
electrostático entre el punto 
de llegada y el de partida

V f − V(i)



Por la definición de función potencial tenemos:

𝑬 = −grad 𝑽

El signo menos viene de cómo hemos definido el trabajo.

Para un dado campo electrostático hay infinitas funciones potencial 

que difieren en una constante aditiva. La constante no es importante 

porque al calcular el gradiente desaparece, así como cuando 

calculamos el trabajo realizado para mover una carga entre dos puntos.

𝚫𝐕 = 𝐕 𝒓𝒇 − 𝐕 𝒓𝒊 = −න
𝒓𝒊

𝒓𝒇

𝑬 . 𝒅Ԧ𝒍 𝒅𝑽 = −𝑬. 𝒅Ԧ𝒍



X

Y

𝑽 𝒇 − 𝑽 𝒊 =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓𝑞
−

1

𝑟𝑖𝑞

𝜟𝑽 = 𝑽(𝒇) − 𝑽(𝒊) =
𝑸

𝟒𝝅𝜺𝟎

𝟏

𝒓𝒇 − 𝒓′
−

𝟏

𝒓𝒊 − 𝒓′

𝑽(𝒓) =
𝑸

𝟒𝝅𝜺𝟎

𝟏

𝒓 − 𝒓′
+ 𝒄𝒕𝒆

(Si no existe Q en el infinito

𝑉(Ԧ𝑟𝑖 = ∞) = 0

𝑽(𝒓) =
𝑸

𝟒𝝅𝜺𝟎

𝟏

𝒓 − 𝒓′

𝒓𝒊𝒒 = 𝒓𝒊 − 𝒓′

𝒓𝒇𝒒 = 𝒓𝒇 − 𝒓′

Punto fuente

Punto campo

𝒓′

Q



Diferencia  de Potencial generad por campo o por una 

carga puntual ubicado en el punto de coordenadas 𝑟 ′

+

Ԧ𝐫′ = 0

V(Ԧ𝐫𝐟 ) − V(Ԧ𝐫𝒊) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓
−

1

𝑟𝑖
=

𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇

𝑞0
= -

𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒊→𝒇

𝑞0Ԧ𝐫𝒊

Ԧ𝐫𝒇 𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇 > 𝟎

𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒊→𝒇 < 𝟎

𝛥𝑉 = 𝑉(𝑓) − 𝑉(𝑖) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

Ԧ𝑟𝑓 − Ԧ𝑟′
−

1

Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟′

Si Ԧ𝐫𝐢= ∞, el potencial no diverge, entonces defino V(Ԧ𝐫𝐢= ∞) = 𝟎

Ԧ𝐅𝐞𝐥𝐞𝐜𝐭
Ԧ𝐅𝒆𝒙𝒕

V(𝒓) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟
> 0 ∀𝑟

Cuando r aumenta V disminuye



V(Ԧ𝐫𝐟 ) − V(Ԧ𝐫𝒊) = −
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓
−

1

𝑟𝑖
=

𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇

𝑞0
= -

𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒊→𝒇

𝑞0

𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇 < 𝟎 𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒊→𝒇 > 𝟎

+

Ԧ𝐫𝒊

Ԧ𝐫𝒇

Si Ԧ𝐫𝐢= ∞, el potencial no diverge, entonces defino V(Ԧ𝐫𝐢= ∞) = 𝟎

V(𝒓) = −
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟
< 0

Ԧ𝐅𝐞𝐥𝐞𝐜𝐭

Ԧ𝐅𝒆𝒙𝒕

Cuando r disminuye V disminuye

E apunta hacia donde V disminuye



Ahora con varias cargas puntuales

𝚫𝑽𝒒𝒌 = 𝐕𝒒𝒌 𝐟 − 𝐕𝒒𝒌 𝐢 =

=
𝐪𝒌

𝟒𝛑𝛆𝟎

𝟏

Ԧ𝐫𝐟−𝒓′𝒒𝒌

−
𝟏

Ԧ𝐫𝐢−𝒓′𝒒𝒌

Posición de la carga qk

Posición final 

Posición inicial 



𝑉 Ԧ𝑟𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑟𝑖 𝑞1
=

𝑞1
4𝜋𝜀0

1

Ԧ𝑟𝑓 − 𝑟´1
−

1

Ԧ𝑟𝑖 − 𝑟′1

𝑉 Ԧ𝑟𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑟𝑖 𝑞2
=

𝑞2
4𝜋𝜀0

1

Ԧ𝑟𝑓 − 𝑟′2
−

1

Ԧ𝑟𝑖 − 𝑟′2

𝑉 Ԧ𝑟𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑟𝑖 𝑞3
=

𝑞3
4𝜋𝜀0

1

Ԧ𝑟𝑓 − 𝑟′3
−

1

Ԧ𝑟𝑖 − Ԧ𝑟′3

Se suma sobre las cargas y sus posiciones 𝒓′𝑲 ,    y no sobre  𝒓𝒇 𝒚 𝒓𝒊 𝐪𝐮𝐞 𝐬𝐨𝐧 𝐩𝐨𝐬𝐢𝐜𝐢𝐨𝐧𝐞𝐬 𝐟𝐢𝐣𝐚𝐬

𝑉 Ԧ𝑟𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑟𝑖 =
1

4𝜋𝜀0
෍

𝑘=1

𝑁

𝑞𝑘
1

Ԧ𝑟𝑓 − 𝑟′𝑘
−

1

Ԧ𝑟𝑖 − 𝑟′𝑘
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𝐕(Ԧ𝐫𝐟) − 𝐕(Ԧ𝐫𝐢) =
𝟏

𝟒𝛑𝛆𝟎
න
𝛒(𝐱′, 𝐲′, 𝐳′).

Ԧ𝐫𝐟 − Ԧ𝐫′
𝐝𝐱′𝐝𝐲′𝐝𝐳′ −න

𝛒 𝐱′, 𝐲′, 𝐳′

Ԧ𝐫𝐢 − Ԧ𝐫′
𝐝𝐱′𝐝𝐲′𝐝𝐳′

𝑽(𝒓) =
𝟏

𝟒𝝅𝜺𝟎
න
𝝆(𝒙′, 𝒚′, 𝒛′).

𝒓 − 𝒓′
. 𝒅𝒙′𝒅𝒚′𝒅𝒛′ + 𝒄𝒕𝒆

𝜟𝑽 = 𝑽 𝒓𝒇 − 𝑽 𝒓𝒊 = න
𝒅𝒒(𝒓′)

𝟒𝝅𝜺𝟎

𝟏

𝒓𝒇 − 𝒓′
−

𝟏

𝒓𝒊 − 𝒓′

𝒅𝒒 = 𝝆 𝒅𝑽𝒐𝒍′

Ahora con una distribución continua

𝑉 Ԧ𝑟𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑟𝑖 =
1

4𝜋𝜀0
෍

𝑘=1

𝑁

𝑞𝑘
1

Ԧ𝑟𝑓 − 𝑟′𝑘
−

1

Ԧ𝑟𝑖 − 𝑟′𝑘

r'

Ԧ𝐫𝐟

Ԧ𝐫𝐢

𝐫′



Repaso clase anterior

Ԧ𝐹𝑒𝑙é𝑐𝑡𝑟𝑖𝑐𝑎 + Ԧ𝐹𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 = +𝑞0𝐸 + Ԧ𝐹𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 ≈ 0
Ԧ𝐹𝑒𝑥𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎 ≈ −𝑞0𝐸

Ignorando la fuerza de gravedad, en este desplazamiento de cuasi equilibrio, sobre la 
carga de prueba actúa:

a)la fuerza eléctrica 
y

b) La fuerza mecánica ejercida por la mano de la persona.



Ԧ𝐫𝐢

𝒅Ԧ𝒍

𝐪𝟎

𝑬

Ԧ𝐅𝐞𝐥𝐞𝐜𝐭 = 𝐪𝟎𝐄

Ԧ𝐅𝐞𝐱𝐭𝐞𝐫𝐧𝐚 = − Ԧ𝐅𝐞𝐥𝐞𝐜𝐭 = −𝐪𝟎𝐄

𝐖𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂 Ԧ𝐫𝒊→Ԧ𝐫𝐢

= −න

Ԧ𝐫𝐢

Ԧ𝐫𝐟

𝐪𝟎𝐄 ⋅ 𝐝Ԧ𝐥 = −𝐖𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕Ԧ𝐫𝒊→Ԧ𝐫𝐢

El trabajo hecho por las fuerzas 
electrostáticas en cualquier 
camino cerrado es nulo:  
Solo depende de la posición 
inicial y Final

Las fuerzas electrostáticas 

son conservativas.

𝑊𝑓 𝑒𝑙𝑒𝑐𝑖→𝑓 = −(𝑈𝑓 − 𝑈𝑓) = −Δ𝑈

1. U es siempre definida respecto de un 
punto donde U=0 arbitrario

3. U es una propiedad compartida entre las 2 
cargas  - consecuencia de la interacción entre 
ellas.

2. U



𝐖𝐞𝐥𝐞𝐜𝐭𝐢→𝐟 = Ԧ𝐫𝐢׬
Ԧ𝐫𝐟 𝐪𝟎𝐄 ⋅ 𝐝Ԧ𝐥 = 𝐪𝟎 Ԧ𝐫𝐢׬

Ԧ𝐫𝐟 𝐄 ⋅ 𝐝Ԧ𝐥 = −(𝑼𝒇 − 𝑼𝒊)

𝑽𝒇 − 𝑽𝒊 =
𝑼𝒇− 𝑼𝒊

𝒒𝟎
= 𝒊׬−

𝒇
𝑬 . 𝒅Ԧ𝒍 =

𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇

𝒒𝒐
=-

𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒊→𝒇

𝒒𝒐

𝐕 =
𝐉

𝐂
( )gradE V= −

𝐖𝐞𝐥𝐞𝐜𝐭𝐢→𝐟 = −𝐐 𝑽𝒇 − 𝑽𝒊 𝐖𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂 = 𝐐 𝑽𝒇 − 𝑽𝒊



la Diferencia  de Potencial del campo 
generado por una carga puntual ubicado en el 

punto de coordenadas 𝑟 ′

+

Ԧ𝐫′ = 0

V(Ԧ𝐫𝐟 ) − V(Ԧ𝐫𝒊) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓
−

1

𝑟𝑖
=

𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇

𝑞0
= -

𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒊→𝒇

𝑞0Ԧ𝐫𝐟

Ԧ𝐫𝒊
𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇 > 𝟎

𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒊→𝒇 < 𝟎

𝚫𝐕 = 𝐕(𝐟) − 𝐕(𝐢) =
𝐐

𝟒𝛑𝛆𝟎

𝟏

Ԧ𝐫𝐟 − Ԧ𝐫′
−

𝟏

Ԧ𝐫𝐢 − Ԧ𝐫′

Si Ԧ𝐫𝐢= ∞, el potencial no diverge, entonces defino V(Ԧ𝐫𝐢= ∞) = 𝟎

V(Ԧ𝐫𝐟 ) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓
> 0



V(Ԧ𝐫𝐟 ) − V(Ԧ𝐫𝒊) = −
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓
−

1

𝑟𝑖
=

𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇

𝑞0
= -

𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒊→𝒇

𝑞0

𝑾𝒆𝒙𝒕𝒆𝒓𝒏𝒂𝒊→𝒇 < 𝟎

𝑾𝒆𝒍𝒆𝒄𝒕𝒓𝒊→𝒇 > 𝟎

+

Ԧ𝐫𝐟

Ԧ𝐫𝒊

Si Ԧ𝐫𝐢= ∞, el potencial no diverge, entonces defino V(Ԧ𝐫𝐢= ∞) = 𝟎

V(𝒓𝒇 ) = −
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝑓
> 0



Ahora con varias cargas puntuales

𝚫𝑽𝒒𝒌 = 𝐕𝒒𝒌 𝐟 − 𝐕𝒒𝒌 𝐢 =

=
𝐪𝒌

𝟒𝛑𝛆𝟎

𝟏

Ԧ𝐫𝐟−𝒓′𝒒𝒌
−

𝟏

Ԧ𝐫𝐢−𝒓′𝒒𝒌

Posición de la carga 𝑞𝑘

Posición final 

Posición inicial 

𝑉 Ԧ𝑟𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑟𝑖 =
1

4𝜋𝜀0
෍

𝑘=1

𝑁

𝑞𝑘
1

Ԧ𝑟𝑓 − 𝑟′𝑘
−

1

Ԧ𝑟𝑖 − 𝑟′𝑘
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𝐕(Ԧ𝐫𝐟) − 𝐕(Ԧ𝐫𝐢) =
𝟏

𝟒𝛑𝛆𝟎
න
𝛒(𝐱′, 𝐲′, 𝐳′).

Ԧ𝐫𝐟 − Ԧ𝐫′
. 𝐝𝐱′𝐝𝐲′𝐝𝐳′ − න

𝛒(𝐱′, 𝐲′, 𝐳′).

Ԧ𝐫𝐢 − Ԧ𝐫′
. 𝐝𝐱′𝐝𝐲′𝐝𝐳′

𝐕(Ԧ𝐫) =
𝟏

𝟒𝛑𝛆𝟎
න
𝛒(𝐱′, 𝐲′, 𝐳′)

Ԧ𝐫 − Ԧ𝐫′
𝐝𝐱′𝐝𝐲′𝐝𝐳′ + 𝐜𝐭𝐞

𝚫𝐕 = 𝐕 𝒓𝒇 − 𝐕 𝒓𝒊 = න
𝐝𝐪(𝒓′)

𝟒𝛑𝛆𝟎

𝟏

Ԧ𝐫𝐟 − Ԧ𝐫′
−

𝟏

Ԧ𝐫𝐢 − Ԧ𝐫′

𝒅𝒒 = 𝝆 𝒅𝑽𝒐𝒍′

distribución continua

r'

Ԧ𝐫𝐟

Ԧ𝐫𝐢

𝐫′



Se puede calcular la diferencia de potencial entre dos puntos:

𝚫𝐕 = 𝐕 𝒓𝒇 − 𝐕 𝒓𝒊 = −න
𝒓𝒊

𝒓𝒇

𝑬 . 𝒅Ԧ𝒍 = න
𝐝𝐪(𝒓′)

𝟒𝛑𝛆𝟎

𝟏

Ԧ𝐫𝐟 − Ԧ𝐫′
−

𝟏

Ԧ𝐫𝐢 − Ԧ𝐫′

( )gradE V= −

¿Cuál usamos? Depende del problema

𝑬 = −grad 𝑽 𝒙, 𝒚, 𝒛 = −
𝝏𝑽(𝒙, 𝒚, 𝒛)

𝝏𝒙
ෝ𝒙 +

𝝏𝑽(𝒙, 𝒚, 𝒛)

𝝏𝒙
𝒚 +

𝝏𝑽(𝒙, 𝒚, 𝒛)

𝝏𝒛
ො𝒛

1)Conocido  E puedo hallar 𝞓V

2) Conocido  V puedo hallar E

𝚫𝐕 = 𝐕 𝒓𝒇 − 𝐕 𝒓𝒊 = −න
𝒓𝒊

𝒓𝒇

𝑬 . 𝒅Ԧ𝒍

1) usando el campo E 2)usando la formula de potencial 
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SUPERFICIES EQUIPOTENCIALES

1) Son curvas de nivel constante de las funciones potencial asociadas a un campo vectorial 
irrotacional. 

Son curvas sobre las cuales V=cte

2) Si se desplaza una carga de prueba q0 desde un punto a otro   sobre una equipotencial,  
como V=cte

⇒ 𝑬 𝒑𝒆𝒓𝒑𝒆𝒏𝒅𝒊𝒄𝒖𝒍𝒂𝒓 𝒂 𝒅Ԧ𝒍

𝐕 𝒓𝒇 − 𝐕 𝒓𝒊 = 𝟎 = −න
𝒓𝒊

𝒓𝒇

𝑬 . 𝒅Ԧ𝒍

Curvas Equipotenciales son perpendicular a E

4) Curvas Equipotenciales no se tocan entre si

𝑬. 𝒅Ԧ𝒍 = 𝟎



Curvas Equipotenciales : Curvas de nivel constante de las 

funciones potencial asociadas a un campo vectorial 

irrotacional. Son ortogonales a las líneas de campo.

-

-50V

-30V
30V

50V





Segundo ejemplo: no conocemos fácilmente el campo
Calcular la diferencia de potencial para puntos del eje z debida a una distribución lineal de densidad de carga 

uniforme l0 con forma de anillo de radio R

𝑉 Ԧ𝑧𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑧𝑖 = න
𝑑𝑞 𝑟′

4𝜋𝜀0

1

Ԧ𝑧𝑓 − Ԧ𝑟′
−

1

Ԧ𝑧𝑖 − Ԧ𝑟′

Ԧ𝑟𝑖 = 0,0, 𝑧𝑖

Ԧ𝑟𝑓 = 0,0, 𝑧𝑓

Ԧzf − Ԧr′ = ( −R cosφ, −R senφ, zf)

r′ = x′, y′, 0 = R cosφ, Rsenφ, 0

Ԧ𝑧𝑓 − Ԧ𝑟′ = (𝑅 𝑐𝑜𝑠𝜑)2+(𝑅 𝑠𝑒𝑛𝜑)2+𝑧𝑓
2

Ԧzi − Ԧr′ = ( −R cosφ, −R senφ, zi)

Ԧ𝑧𝑖 − Ԧ𝑟′ = (𝑅 𝑐𝑜𝑠𝜑)2+(𝑅 𝑠𝑒𝑛𝜑)2+𝑧𝑖
2

𝑉 Ԧ𝑧𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑧𝑖 = න

0

2𝜋
𝜆0𝑅𝑑𝜑

′

4𝜋𝜀0

1

𝑅2 + 𝑧𝑓
2

1
2

−
1

𝑅2 + 𝑧𝑖
2

1
2

𝑑𝑞 𝑟′ = 𝜆0𝑅 𝑑𝜑′

𝑉 Ԧ𝑧𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑧𝑖 =
𝜆0𝑅

2𝜀0

1

𝑅2 + 𝑧𝑓
2

1
2

−
1

𝑅2 + 𝑧𝑖
2

1
2

z

l0
zf

zi

R
y

x

𝛗



z

l0

zi
zf

R
y

x

𝛗

𝑉 Ԧ𝑧𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑧𝑖 =
𝜆0𝑅

2𝜀0

1

𝑅2 + 𝑧𝑓
2

1
2

−
1

𝑅2 + 𝑧𝑖
2

1
2

Si 

𝑉 Ԧ𝑧𝑓 − 𝑉 Ԧ𝑧𝑖 =  = 𝑉 𝑧 =
𝜆0𝑅

2𝜀0

1

𝑅2 + 𝑍2
1
2

𝒛𝒊 = 𝑉 Ԧ𝑧𝑖 = 𝟎

( )gradE V= − 𝐸 𝑍 =
𝜆0𝑅

2𝜀0

𝑍

𝑅2 + 𝑍2
3
2

Ƹ𝑧

𝒁 =  𝐸 𝑍 =
𝜆0𝑅

2𝜀0

𝑍

𝑧 3
Ƹ𝑧

𝑑𝑞 𝑟′ = 𝜆0𝑅 𝑑𝜑′

𝑄 = 𝜆0𝑅 2𝜋

𝐸 𝑍 =
𝑄

2𝜋𝜀0

𝑍

𝑧 3
Ƹ𝑧
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POTENCIAL  ELECTRICO ESFERA UNIFORMEMENTE CARGADA EN 
SUPERFICIE

Qtotal = නσdA =σ(4πa2) 𝐸(𝑟 < 𝑎) = 0 𝐸(𝑟 > 𝑎) =
𝜎𝑎2

𝜀0𝑟
2
Ƹ𝑟 =

𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2
Ƹ𝑟

𝛥𝑉 = 𝑉𝐷 − 𝑉𝐶 = − න

𝑟𝐷

𝑟𝑐

𝐸. 𝑑Ԧ𝑙 = − න

𝑟𝐷

𝑟𝑐
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2
Ƹ𝑟 . Ƹ𝑟 𝑑𝑟 =

𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝐶
−
1

𝑟𝐷

𝑟𝐷 → ∞ 𝑉(𝑟𝐷 → ∞) = 𝑂 𝑉(Ԧ𝑟 ≥ 𝑎) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟

𝛥𝑉 = 𝑉𝐵 − 𝑉 𝑟 = ∞ = −න
∞

𝑟𝐵

𝐸. 𝑑Ԧ𝑙 = − න

∞

𝑎

𝐸. 𝑑Ԧ𝑙 − න

𝑎

𝑟𝐵

𝐸. 𝑑Ԧ𝑙 =

𝑉(𝑟 ≤ 𝑎) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑎

𝑉(𝑟 = 𝑎) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑎

a D
C

B

=V(r=a)
E=0

𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑎

𝑬 = −grad 𝑽 𝒙, 𝒚, 𝒛
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𝑉(Ԧ𝑟 ≥ 𝑎) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟
𝑉(𝑟 ≤ 𝑎) =

𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑎
a

a

𝐐

𝟒𝛑𝛆𝟎

𝟏

𝐚

La diferencia de potencial entre dos puntos cualquiera del espacio

𝑉 𝑟1 - 𝑉 𝑟2 =

𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟1
−
1

𝑟2
𝑠𝑖 𝑟1 𝑦 𝑟2 > 𝑎

𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟1
−
1

𝑎
𝑠𝑖 𝑟1 > 𝑎 𝑦 𝑟2 ≤ 𝑎

0 𝑠𝑖 𝑟1 𝑦 𝑟2 ≤ 𝑎
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a

POTENCIAL  ELECTROSTÁTICO ESFERA 
UNIFORMEMENTE CARGADA

𝐸(𝑟 ≥ 𝑎) =
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2
Ƹ𝑟

Δ𝑉 = 𝑉𝐵 − 𝑉𝐴 = − න

𝑟𝐴

𝑟𝐵

𝐸. 𝑑Ԧ𝑙 = − න

𝑟𝐴

𝑟𝐵
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2
𝑑Ԧ𝑙 =

𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟𝐵
−
1

𝑟𝐴

𝑟𝐴 → ∞ O)r(V a =→ 𝑉(Ԧ𝑟 ≥ 𝑎) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟

Δ𝑉 = 𝑉𝐷 − 𝑉𝐶 = − න

𝑟𝐶

𝑟𝐷

𝐸. 𝑑Ԧ𝑙 = − න

𝑟𝐶

𝑟𝐷
𝑄𝑟

4𝜋𝜀0𝑎
3
𝑑𝑟 == −

𝑄

4𝜋𝜀0𝑎
3

(𝑟2 − 𝑎2)

2

𝑽𝑫 = −
𝑸

𝟒𝝅𝜺𝟎𝒂
𝟑

(𝒓𝟐 − 𝒂𝟐)

𝟐
+ 𝑽𝑪 = −

𝑸

𝟒𝝅𝜺𝟎𝒂
𝟑

(𝒓𝟐 − 𝒂𝟐)

𝟐
+

𝑸

𝟒𝝅𝜺𝟎

𝟏

𝒂
𝑉(𝑟 ≤ 𝑎) =

𝑄

8𝜋𝜀0

1

𝑎3
(3𝑎2 − 𝑟2)

𝑉(𝑐) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑎

𝐸(𝑟 ≤ 𝑎) =
𝑄 𝑟

4𝜋𝜀0𝑎
3
Ƹ𝑟
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𝑉(𝑟 ≥ 𝑎) =
𝑄

4𝜋𝜀0

1

𝑟

a D
C

B

𝑉(𝑟 ≤ 𝑎) =
𝑄

8𝜋𝜀0

1

𝑎3
(3𝑎2 − 𝑟2)

R=a



Eligiendo una referencia

Vuelta al primer caso, diferencia de potencial para una 

carga puntual

( ) ( )
0

1 1

4
f i

f i

Q
V r V r

r r

 
− = − 

 

Supongamos que ri→∞ y que elegimos V(ri)=0, queda

( )
0

1

4

Q
V r

r
=

Expresión práctica, pero peligrosa



Hemos elegido un lugar de referencia (en ∞) para una 

función potencial y le dimos un valor nulo a la función en 

ese punto. Para un conjunto discreto de N cargas sería:

( )
10

1 1

4

N

k

k k

V r q
r r =

=
−



Y para una distribución continua:

( )
( )

0

1

4

dq r
V r

r r

  
=  − 




Esta asignación es cómoda porque simplifica algunas 

expresiones, pero en otros casos nos da un gran susto.

CUANDO LA CANTIDAD 

DE CARGA ES INFINITA 

LA EXPRESIÓN ANTERIOR 

DIVERGE. ¡CUIDADO! 



Primer ejemplo: 

Conocemos fácilmente el campo: Plano infinito  cargado 

superficialmente con una densidad de carga 𝞼0. Tomamos z

como eje normal al plano cargado.  

( )0

0

ˆsgn
2

E z z



=

𝐸 𝑧 > 0 =
𝜎0
2𝜀0

ෝ𝑧

𝐸 𝑧 < 0 = −
𝜎0
2𝜀0

ෝ𝑧



Comencemos con posiciones del lado derecho

Si están del lado izquierdo:

¿Y si están de los dos lados? ¿Qué pasa si zf=-zi?

0

zzi zf

𝑉 𝑧𝑓 − 𝑉 𝑧𝑖 = 𝑧𝑖׬−
𝑧𝑓 𝜎0

2𝜀0
ෝ𝑧 . 𝑑𝑧 Ƹ𝑧 =

𝜎0

2𝜀0
(𝑧𝑖- 𝑧𝑖)

𝑉 𝑧𝑓 − 𝑉 𝑧𝑖 = 𝑧𝑖׬−
𝑧𝑓 𝜎0

2𝜀0
−ෝ𝑧 . 𝑑𝑧 Ƹ𝑧 = −

𝜎0

2𝜀0
(𝑧𝑖- 𝑧𝑖)

0

zzi
zf


